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TRASFORMAZIONE

GEOMETRICA =
unzione dal piano sul
lano che mappa
unti in punti




TRASFORMAZIONE - un primo esempio

una TRASLAZIONE di
vettore v fa «scivolare»
(=traslare) il piano
applicando il vettore v ad
ogni punto del piano




PUNTI UNITI E FIGURE UNITE - definizione

PUNTO UNITO = punto che coincide con il suo trasformato

FIGURA UNITA = figura che coincide con la sua trasformata; non
necessariamente le figure unite contengono punti uniti




PUNTI UNITI E FIGURE UNITE - un primo
esempio

nella TRASLAZIONE di vettore

v che fa «scivolare» (=traslare)
il piano applicando il vettore v’
ad ogni punto del piano, non ci
sono punti uniti, ma sono unite
tutte le rette che hanno la
stessa direzione del vettore:

le rette traslate coincidono con

le rette originali, ma i loro
punti non sono uniti




INVARIANTE (0 PROPRIETA’ INVARIANTE) -
definizione

PROPRIETA' INVARIANTI DI (o RISPETTO A) UNA

TRASFORMAZIONE = proprieta delle figure geometriche che vengono
mantenute nelle figure trasformate




COMPOSIZIONE DI TRASFORMALZIONI

Come tutte le funzioni, anche le TRASFORMAZIONI si possono
comporre:

Pl



INVARIANTE (0 PROPRIETA’ INVARIANTE) - un
Primo esempio

nella TRASLAZIONE di vettore

v che fa «scivolare» (=traslare)
il piano applicando il vettore v’
ad ogni punto del piano, le
figure mantengono la FORMA e i
punti traslati mantengono le
stesse distanze gli uni dagli altri




CLASSIFICAZIONE DELLE TRASFORMAZIONI
UENIER)

metrie
Omotetie
Affinita
Proiettivita
Omeomorfismi




Invarianti rispetto a quel tipo di

U N O S G U A R D O Tipo di trasformazione Semplice esempio grafico sl
D’ INSIEME s

Omeomorfismo

.. 1. continuita
(trasformazioni del

“foglio di gomma™)

Si tratta di una

/ : V1 € una progressiva
SChe matizzazione mo ltO perdita di proprieta Proiettivita

sintetica e non del tutto [BREEiGEEELE

1. continuita
2. allineamento

; dalle isometrie per (esempio: prospettiva)
completa e rigorosa, ma ||
fornisce uno strumento  |Reaseaccr i SR
, Z 1. continuita
«visuale» utile / (esempio: assonometria) 2. allineamento
ad un primo approccio, - i
Pel' : 1. continuita
( ClaSSiﬁcare Omotetia m 2. allineamento
/ - ¢ 3. parallelismo
2. comprendere L — 4. forma
3. ricordare — 1. continuita
Isometria — 2. allineamento
i l 3. parallelismo
(esempio: traslazione) iz 4. forma
5. distanza




ISOMETRIE




TIPI DI ISOMETRIE - identita

to e unito, ogni figura e
proprieta delle figure

P =r



Z
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TIPI DI ISOMETRIE - simmetria assiale

definizione

Simmetria assiale

Data una retta r nel piano, la

simmetria assiale di asse 7, indicata

con s,, e la trasformazione

geometrica che ad ogni punto P del

piano associa il punto P’ nel

sempipiano opposto rispetto alla

retta r, in modo tale che:

e PP' 1T

¢ |l punto medio di PP’ appartenga
ar.

punti e rette unite

Tutti e soli i punti uniti
rispetto alla
trasformazione sono i
punti della retta r,
detta anche “asse di
simmetria”

Tutte e sole le rette
unite rispetto alla
trasformazione sono le

rette perpendicolariar

trasformazione
inversa

La trasformazione
inversadi s, e la
simmetria stessa; la
simmetria assiale
composta con

sé stessa e dunque
'identita:

Sy °S, =1

sistema algebrico per la
trasformazione nel
piano cartesiano

Simmetria rispetto
all’asse delle ordinate
X = e

{x'=2k—x
y =y

Simmetria rispetto
all’asse delle ascisse
y = k:

{ X =%
y'=2k-y

Simmetria rispetto alla
bisettrice del 1° e 3°
quadrante y = x:

i
y' =x




TIPI DI ISOMETRIE - simmetria centrale

— . sistema algebrico per la
Fpy ) : trasformazione N
definizione punti e rette unite e trasformazione nel

piano cartesiano

Simmetria centrale

Dato un punto O nel piano, la

simmetria centrale di centro O,

indicata con s, e la trasformazione
geometrica che ad ogni punto P del

| piano associa il punto P’ della retta St . dtis arithe simmetria stessa; la | Simmetria centrale di

OP, in modo tale che: ’ C _,, | simmetria centrale |centro O(x,; ¥,):
ep— ey e & centro di simmetria
e OP = 0P (O siacioe il punto composta con

L’'unico punto unito

rispetto alla
trasformazione ¢ il

La trasformazione
inversa di s, e la

et £ ) Tutte e sole le rette se stessa e dunque {x’ =2X9 — X
" L I'identita: =2y, —
unite rispetto alla Y Yo=Y
trasformazione sono le ,
Q SO o SO =1

- rette passanti per O




TIPI DI ISOMETRIE - rotazione

. sistema algebrico per la
trasformazione 8 P

definizione punti e rette unite e trasformazione nel
piano cartesiano

Rotazione

Dati un punto O nel piano € un
| angolo orientato a, la rotazione di | [ ’*unico punto unito

- | centro O e angolo a, indicata con rispetto alla trasformazione
| 7(0,a)» € la trasformazione di angolo non nullo e non Simmetria centrale di
| geometrica che ad ogni punto P del | giro (o multiplo) ¢ il punto centro 0(x,; y,) e di
| piano associa il punto P’ in modo 0, detto anche “centro di angolo a:

| tale che: rotazione”; in tal caso sono |La

e OP = 0P’ anche unite tutte le rette trasformazione
e LPOP' = q, essendo gli angoli | passanti per il centroma | 1nversadir (g q)

anche orientati nello stesso verso | solo se I’angolo ¢é piatto ¢ la rotazione: Un .angolo a P0§1t1V0
P - indica una rotazione
ngolo di rotazione (0,—“)

Una rotazione di angolo antioraria; un angolo
nullo o giro (o multiplo), negativo, una
rispetto a qualsiasi centro, & rotazione oraria.
I’1dentita, per cui tutti i
punti sono uniti cosi come
tutte le figure del piano

X' = xg + (x — xg)cos @ — (y — yp) sina
y = Yo+ (x — xg) sina + (y — yp) cos

p




TIPI DI ISOMETRIE - traslazione

. sistema algebrico per
- . . trasformazione :
definizione punti e rette unite N ersa 1a trasformazione nel
piano cartesiano

Traslazione

Dato un vettore ¥ nel piano, la traslazione
di vettore v, indicata con t3, € la
trasformazione geometrica che ad ogni

punto P del piano associa il punto P’ in Se il vettore ¢ nullo, Diate il Vettore
modo tale che: tutti 1 punti sono uniti, |La

e = PP altrimenti non ve ne € ‘frasforma.zione
alcuno inversa d} tz € x' = x + v,
la traslazione: {y’ =y +v
Sono unite tutte le rette t—w) y
aventi la stessa
direzione del vettore

V(Vy; )




ate queste zoomate di una

g % a scena, che mantengono fisso il
s ntro dell’immagine sull’incrocio

amtay] delle diagonali del rettangolo:

state eseguendo delle omotetie con
centro C nel centro dell’immagine e
fattore k rispettivamente circa uguale
a quello che, con la macchina

< 8 fotografica, indicate con «x 1>,
| ’ilffE «x 1 .5>>, 3% 2», <X 3»
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INVARIANTI:

+ Distanza-tra-due punty

 Forma delle figure

* Misura degli angoli

» Parallelismo tra
rette/segmenti

Allineamento dei punti

Continuita delle linee

sistema algebrico per la

definizione punti e rette unite | 0P EHAC di | trasformazione nel
S piano cartesiano

Omotetia
Dato un punto O nel piano, detto centro
dell’omotetia, I’omotetia di centro O ¢ Dato il centro O(0; 0)
fattore k reale non nu!lo, indicata con La composizione e 1l fattore k si ha:
T(0,k), € la trasformazione geometrica di dus crotetis ,
che ad ogni punto P del piano associa il : : x = kx

- L’unico punto unito ¢ 1l Vi Ertied "=ky
punto P’ in modo tale che: p rispettivamente

e P’ appartenga alla retta OP

Graficamente le situazioni sono varie a
seconda di |k| (alle slide successive)

centro

Sono unite tutte le rette
passanti per 1l centro

keh, conlo
stesso centro O €
ancora
un’omotetia di
rapporto k - h

Dato 1l centro
0 (XO; yo) e 1l fattore
k si ha:

{J;’=x0+kx
'=yo+ky




OMOTETIE - dirette

in generale dirette se k > 0 (k positivo): figura trasformata dalla stessa parte rispetto al centro



OMOTETIE - inverse

rapporto k= -2 P
A ingrandimento inverso (verso opposto)
Pl

A

in generale inverse se k <0 (k negativo): figura trasformata dalla parte opposta rispetto al centrc




OMOTETIE - ingrandimenti

k<-1

in generale ingrandimento se: |k| > 1



OMOTETIE - rimpicciolimento

in generale rimpicciolimento se: 0 <|k| <1



OMOTETIE - identita

k = - 1 simmetria centrale di centro O k =+1 identita

in generale se isometria: |k| =1



OMOTETIE - rassumendo

diretta / ingrandimento / d irettv, ingrandimento /
inversa / . k nyexsal congruenza / mpi
k congruenza / esempio ach b 1 esempio
c.a 20 rimpicciolimento particolare EIHpicciotmento
particolare
non esiste
rf':\ppf)rt-o I$= + 0,5 .
k < _ 1 lnversa lngrandlment() rimpicciolimento diretto (stesso verso)
0<k<+1 | diretta |rimpicciolimento
simmetria
k — 1 Congruenza :sssg:god:(th:a (stesso verso) P
centrale
k=+1 1dentita congruenza
rapporto k= - 0,5
rimpicciolimento inverso (verso opposto) .
—1< k<0 | 1nversa |rimpicciolimento .
2 k> +1 diretta | ingrandimento




AFFINITA” - esempio e invarianti

INVARIANTI:
Nict . d ’

e i ¥

* Parallelismo tra
rette/segmenti

» Allineamento dei punti

« Continuita delle linee

IMPORTANTE: Le AFFINITA’ conservano
anche i rapporti tra i segmenti
corrispondenti sulle stesse rette




ESEMPIO DI AFFINITA’ - assonometria

Punti che erano allineati restano
allineati
e |inee continue restano continue
Abbiamo invece perso la forma
originaria e la misura degli angoli e
dei segmenti




PROIETTIVITA” - esempio e invarianti

D Q INVARIANTI:
. o | .

Allineamento dei punti
Continuita delle linee

(=K




e

ESEMPIO DI PROIETTIVITA’ - prospettiva -

Una prospettiva piana trasforma la

figura in una proiettiva.

Come potete osservare:
e Punti che erano allineati restano
allineati
o Lmee contmue restano continue

orlgmarla e la misura degli angoli e




. e Rl 2 T —w " 5 Studiprospettici di Hans Vredeman dé




OMEOMORFISMI - esempi e invarianti

INVARIANTI:
Dic: E :

e (Continuita delle linee




OMEOMORFISMI - esempio

:



circolare

DeﬁniZiOne [ modifica | modifica wikitesto ]

ESEMPIO DI OMEOMORFISMI - inversione

Sia v una circonferenza di centro O e raggio r. L'inversione circolare rispetto a -y € la

funzione I che associa ad ogni punto P del piano distinto da O il punto P’ appartenente alla
semiretta uscente da O e passante per P tale che

OP.-OP' = r°.

Il punto P’ & detto punto inverso di P rispetto alla circonferenza v e r° & detta potenza
dell'inversione.

Punto all'infinito [ modifica | modifica wikitesto ]
Inversione. o

L'inversione non & definita per P = . Si puo definire l'inversione in O aggiungendo al piano
un punto, il "punto all'infinito" oo, e ponendo

I(0) =0, I(cx)=0.

Da Wikipedia



ESEMPIO DI OMEOMORFISMI - inversione
circolare

o
// Costruzione con Ir'l1ga € COINPASSO [ modifica | modifica wikitesto ]

L'inverso di un punto puo essere costruito con riga e compasso.

Nel piano cartesiano [ modifica | modifica wikitesto |

Caso 1: Il punto e esterno alla circonferenza | modifica | modifica wikitesto ] , . , o o
Introducendo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oy la cui origine coincida con il centro dellinversione, & possibile

Si traccino le tangenti alla circonferenza <y passanti per . Sia M uno dei suoi due esprimere linversione [ come la trasformazione che trasformail punto P(; ) nel punto P'(z';y/) tramite le equazioni

punti di intersezione con -y e sia P’ la proiezione ortogonale di M su OP. Si
consideri il triangolo rettangolo di vertici O, M, P. Per il primo teorema di Euclide:

OP-OP' = OM? = r°.

Il punto P’ &, quindi, il trasformato di P mediante l'inversione di centro O e di

potenza r?. Caso 1: Il punto P é esterno.

|

B m2+y2

y= £l

z

’I°2y

Caso 2: Il punto e interno alla circonferenza | modifica | modifica wikitesto ]

Si consideri la retta passante per O e per P. Si tracci la retta passante per P e
perpendicolare a tale retta. Troviamo cosi i punti di intersezione con -y, allora per il primo
teorema di Euclide, P’ ¢ il punto di intersezione delle tangenti a 7y condotte per tali punti.

Caso 3: |l punto appartiene alla circonferenza | modifica | modifica wikitesto ]

In questo caso P’ coincide con P. Tutti i punti di 7 sono quindi punti fissi, cioé -y & un insieme

puntualmente invariante rispetto all'azione di 1.

Proprieta?l [ modifica | modifica wikitesto | Caso 2: Il punto P & interno. &~ Da Wiki ped] a



ESEMPIO DI OMEOMORFISMI - inversione
circolare - trasformazione di una figura

L'inversione e una funzione
antiolomorfa. Non e una
funzione olomorfa perché
cambia l'orientazione del
piano. La composizione di
due inversioni e pero
sempre una funzione
olomorfa.




ESEMPIO DI OMEOMORFISMO - omeomorfismo
spaziale

Una tazza ed una ciambella sono omeomorfi.
Dalla "deformazione senza strappi” mostrata
in figura si puo infatti costruire un
omeomorfismo fra i due oggetti.

Da:
https://it.wikipedia.org/wiki/Omeomorfismo




SMMHIHTHTITITIMTTITIITa

UNA COMPOSIZIONE FONDAMENTALE:

LA SIMILITUDINE

definizione

Similitudine

Una composizione di una omotetia con
una isometria ¢ detta
SIMILITUDINE

In figura a destra abbiamo composto
un’omotetia di centro O e fattore k = 2
con una traslazione di vettore 7.

To,2)(P) = P’
tz(P') = P"

ty © T(0,2)(P) = P"

L’omotetia (o ) mappa P in P’ ¢ la

traslazione tz mappa P’ in P''; la A
composizione t3 ° T(g,2) mappa P in
P"”. Le trasformazioni possono anche

essere composte in ordine invertito,
prima I’isometria e po1 I’omotetia.

Posso comporre anche
piu di un’isometria con
piu di un’omotetia, e
ottengo sempre una
similitudine

Lo dice il nome: una SIMILITUDINE e una
trasformazione che produce figure SIMILI, che
mantengono cioe la forma ma non
necessariamente le dimensioni né
necessariamente la posizione né

I’orientamento sul piano



| 3 CRITERI DI SIMILITUDINE DEI TRIANGOLI

Criterio di similitudine Avere 3 coppie di angoli a due a
due congruenti significa in
§ Pri realta avere 2 coppie di angoli
; . /
j +Timo : LA = LA, congruenti, i terzi saranno
. _ . . .
g Due triangoli sono simili se hanno ordinatamente congruenti le tre H ilz, _ igl congruenti per differenza di
UG ( Hgoi ntgm, C 1 somme congruenti di angoli dai
B : 180° complessivi della somma
' Secondo ; .y degli angoli interni di un
| Due triangoli sono simili se hanno un angolo dell’uno congruente a " 1B - AC
un angolo dell’altro e le due coppie di lati adiacenti a tali angoli in c ot R
proporzione. .
Terzo ,
. AB AC  BC
Due triangoli sono simili se hanno le tre coppie di lati corrispondenti 5 13 = 1C = BC.
ordinatamente in proporzione. : 101 AL D1y




IL CRITERIO DI SIMILITUDINE DEI POLIGONI

Due poligoni sono simili se:

1. hanno ordinatamente congruenti gli angoli
corrispondenti e

2. se irapporti tra i lati corrispondenti sono tutti
uguali (o, in altre parole, se tutte le coppie di
lati corrispondenti sono in proporzione)

La condizione 1, che e sufficiente per la similitudine di due
triangoli, non basta per i poligoni. Ne abbiamo gia un esempio se
pensiamo a un quadrato e a un rettangolo: hanno tutti gli angoli
corrispondenti congruenti, ma non tutti i lati in proporzione, e
non sono simili:

- :'A_;$
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Trasformazioni

® )
2 po \
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ESERCIZIO 1 - testo e prima risoluzione (con
trasformazioni)

Tre circonferenze C'r, C,, C, diraggio rispettivamente uguale a R, =, r, hanno
1 centri allineati. Si sa che Cgr e () sono tangenti esternamente a C, e che le
tre circonferenze hanno due tangenti esterne in comune (come in figura). Noti

?
r, R7 quanto Vale £ Detto A il punto d’incontro delle tangenti esterne e dette C,, C, e Cg le

tre circonferenze di raggio r, z e R rispettivamente (con r < x < R), 'omotetia di centro A
che trasforma C) in C, trasforma anche C, in Cg. Poiché 'omotetia conserva i rapporti fra le
lunghezze, si ha che




ESERCIZIO 1 - altre possibili risoluzioni

(classiche, con similitudini)

SECONDA SOLUZIONE

Posto AOy = vy, dalla similitudine fra i triangoli AO\T} e AO5T5 si ha:

[1] y—:—x = %, cioe z(y —z) =r(y + z)
Dalla similitudine fra AOTs e e AO3T35 si ha inoltre:
2] % = y+:;-|—R7 cioe R(y —z) = z(y + =)

Dividendo membro a membro per la [1] e la [2] (y —x # 0 perché y e z sono ipotenusa e cateto
di un triangolo rettangolo) si ottiene:

"
Ty
L TERZA SOLUZIONE

Si traccino le rette passanti da O e O9 parallele ad AT;. La prima retta interseca il raggio OsT5
in D e la seconda retta interseca il raggio 0373 in E. Si osservi a questo punto che il triangolo
010D e simile al triangolo 0203 FE, e che i quadrilateri O1O2T5T) e 02031375 sono rettangoli.
Si ha quindi

L
R

cioe £ = VrR

0102 0203

B ciod E+7  R+E
O0.D  O3FE t—r R-—=z
2

da cui si ricava (z+7r)-(R—z) = (R+z) - (x —r) e, svolgendo i prodotti, Rx + Rr — x* — xr =
Rz — rR + x? — xr. Semplificando I’equazione precedente, si ottiene 22? = 2Rr da cui, infine,

z = v Rr.




ESERCIZIO 2 - testo

Sia ABCD un trapezio che non sia un parallelogramma. Siano P il punto d’incontro delle
diagonali e () il punto di intersezione dei prolungamenti dei lati obliqui.

(a) Si tracci la parallela alle basi passante per il punto P e siano X e Y i punti di incontro di
essa con i lati obliqui: si dimostri che XP =Y P.

(b) Si dimostri che la retta P(Q interseca la base minore nel suo punto medio.




ESERCIZIO 2
similitudini)

- risoluzione classica (con

(a) Supponiamo che CD sia la base minore del trapezio, che X sia
su AD e Y su BC, come in figura. Poiché le rette AB, XY,
DC sono parallele, per il teorema di Talete si ha la proporzione
DX : XA =CY : YB, e dunque DX : (DX + XA) = CY :
(CY + CB), ovvero DX : DA = CY : CB.

Si osservi ora che i triangoli ABD e X PD sono simili, poiché
XP & parallelo ad AB (dunque DXP=DAB e DPX=DBA);
ne deriva la proporzione fra lati corrispondenti XP : AB =
DX : DA.

Allo stesso identico modo, il triangolo ABC' é simile al triangolo
PYC (PY e parallelo ad AB, gli angoli corrispondenti che si
formano sono congruenti), e vale la proporzione PY : AB =
CY : CB.

Combinando le proporzioni scritte sinora, XP : AB = DX :
DA =CY :CB = PY : AB, dunque X P = PY, come volevasi
dimostrare.

(b) Sia M il punto d’intersezione tra QP e la base minore. Per il parallelismo tra DC e XY
abbiamo, alla maniera della dimostrazione precedente, la similitudine tra il triangolo Q DM
e il triangolo QX P, come pure fra il triangolo QMC e il triangolo QPY . Ne ricaviamo le
proporzioni DM : M@Q = XP : PQ e CM : MQ = YP : PQ; poiché, per il punto (a),
XP =YP, se ne ricava DM : MQ = CM : M@, e dunque infine DM = CM (M ¢ il
punto medio di DC).
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ESERCIZIO 2 - risoluzione con trasformazione

(affinita)

TRASFORMAZIONE AFFINE

SECONDA SOLUZIONE

Si osservi che le tesi del problema (sia quella del punto (a) che quella del punto (b)) sono invarianti
per trasformazioni affini del piano: le affinita conservano infatti i rapporti fra le lunghezze di
segmenti sulla stessa retta, e dunque e sufficiente mostrare le tesi su di un’immagine affine della
costruzione iniziale.

Ogni trapezio ABCD puo essere trasformato tramite affinita in un trapezio isoscele; si prenda
ad esempio 'affinita che fissa A e B e manda @ in un punto (diverso dal punto medio di
AB) sull’asse di AB. 1l triangolo ABQ viene mandato in un triangolo isoscele, il trapezio in
un trapezio isoscele; poiché le affinita mandano rette in rette e conservano il parallelismo, la
costruzione del problema rimane la medesima. Ci siamo cosi ridotti a mostrare che XP = PY
e che QP incontra la base minore nel suo punto medio nel caso in cui ABCD sia isoscele. In
questo caso le tesi sono pero evidenti per simmetria: P si trova sull’asse di AB, CD e XY, che

passa per ().



ESERCIZIO 3 - testo e risoluzione (classica)

Dimostrare che un pentagono inscritto in una circonferenza e tale che ogni sua diagonale sia parallelz
ad un lato, e necessariamente regolare.

Detto O il centro del cerchio circoscritto al pentagono ABCDUE, si
considerino 1 due triangoli isosceli BOE e COD: essendo BI paral-
lelo a C'D, 1 due triangoli hanno lo stesso asse r di simmetria. Allora,
rispetto alla retta r, il punto B e il simmetrico di £, mentre il punto
C' e il simmetrico di D. Ne segue BC' = FED, in quanto segmenti
simmetrici rispetto ad r. In modo analogo si dimostra l'uguaglianza
delle altre coppie di lati, per cui il pentagono e equilatero.

Per dimostrare che anche gli angoli del pentagono sono uguali fra lo-
ro, basta ricordare che, per ipotesi, il pentagono e inscrivibile in una
circonferenza, ed osservare che a corde uguali corrispondono angoli
alla circonferenza uguali.




ESERCIZIO 3 - altre possibili risoluzioni

classiche

SECONDA SOLUZIONE

[.’angolo EAB & supplementare di BDE poiché angoli opposti di un
quadrilatero inscritto in una circonferenza, e AFD & supplementare
di BDE poiché essi sono angoli coniugati interni rispetto alle rette
parallele AFE e BD tagliate dalla trasversale DF.

Gli angoli EAB e AED sono dunque uguali fra loro. Dunque tutti gli
angoli adiacenti (e quindi tutti gli angoli) del pentagono sono uguali
fra loro.

Il precedente ragionamento porta a concludere che il trapezio ABDE
e isoscele, da cui AB = DFE. Piu in generale, due lati non consecutivi
del pentagono sono uguali fra loro, e dunque tuttii lati del pentagono
sono uguali tra loro.

E

TERZA SOLUZIONE
Con riferimento al pentagono ABC'DF in figura, chiamiamo 1, 2, 3
gli angoli in cui le diagonali del pentagono dividono I"angolo in A;
chiamiamo poi 4 I’angolo BDC' e 5 'angolo DBE. Tenendo presente
che il pentagono e inscrivibile, si ha

= 4 perché angoli che sottendono lo stesso arco BC/,
3 = 5 perché angoli che sottendono lo stesso arco DF.
D’altra parte, si ha anche 4 = 5, perché angoli alterni interni ris-
petto alle rette parallele BE e C'D tagliate dalla trasversale BD. Si
conclude cosi che 1 =4 =5 = 3.

Se ora chiamiamo 6 l’angolo ADE, si ha 2 = 6, perché angoli alterni interni rispetto alle rette
parallele AC' e YD tagliate dalla trasversale AD. Ripetendo il ragionamento visto precedentemente
in relazione agli angoli 1 e 3, ma facendo riferimento agli angoli di vertice D (invece che agli angoli
di vertice A), si trova 4 = 6 e, di conseguenza, 1 =4 =6 = 2.

In definitiva, gli angoli 1, 2, 3, in cui le diagonali dividono I"angolo in A sono uguali fra loro;
analogamente, la stessa proprieta si dimostra per gli altri angoli. Si ha anche che ’angolo BAE,
essendo il triplo dell’angolo 1, e uguale all’angolo ABC', che & il triplo dell’angolo 5; procedendo in
modo analogo si dimostra che i cinque angoli del pentagono sono uguali fra loro.

Infine, per dimostrare che anche i lati del pentagono sono uguali fra loro, basta ricordare che il
pentagono e inscrivibile ed osservare che ad angoli alla circonferenza uguali corrispondono corde
uguali.




ESERCIZIO 3 - perche qui? Osservazione sulle
affinita

Osserviamo che la sola ipotesi del parallelismo fra lati e diagonali non e sufficiente per concludere
che il pentagono e regolare: ad esempio, l'ipotesi citata e soddisfatta dal pentagono avente i vertici

nei punti di coordinate (0, 0), (2, 0), (1++/5, 2), (2, 1++/5), (0, 2). Si osservi, d’altra parte, che

se sl considera un qualsiasi pentagono regolare e lo si trasforma mediante un’aflinita, si ottiene un
altro pentagono che non e piu regolare (a meno che I'affinita non sia una similitudine), ma in cui &
ancora vero che ogni diagonale e parallela a un lato.




ESERCIZIO 3 - trasformazione affine
(assonometria) del pentagono regolare

il parallelismo e
un’invariante: 1
lati sono rimasti
paralleli alle
diagonali
«opposte»

ATTENTI QUINDI! Non sempre le affinita risolvono!!!



ESERCIZI 4 E 5 - TESTO

Sia 0 il circocentro di un triangolo acutangolo ABC.Si scelgano | punti M e N sui lati AB €
BC rispettivamente in modo tale che I'angolo 4 AOC sia esattamente il doppio dellangolo £ MON.
Dimostrare che il perimetro del triangolo MBN € non minore del lato AC.

E dato un triangolo acutangolo isoscele ABC di base AC. All’interno di tale triangolo sono dati
un punto M, dalla parte di C rispetto all’asse di AC e tale che CMA = 2C§A, e un punto N
all’interno del segmento AM tale che BNM = CBA.

— Dimostrare che CBN = BAM.

— Dimostrare che CM + M N = BN.

ADESSO TOCCA A VOI - DIVIDETEVI IN GRUPPI E PROVATE - AVETE ??? MINUTI A DISPOSIZIONE



ESERCIZIO 4 - risoluzione con trasformazioni
(rotazioni)

Sia 0 Il circocentro di un triangolo acutangolo ABC.Si scelgano i punti M e N sui lati AB €
BC rispettivamente in modo tale che 'angolo < AOC sia esattamente il doppio dellangolo £ MON.
Dimostrare che il perimetro del triangolo MBN e non minore del lato AC.

Si ruotino il triangolo BMO e il triangolo BN O intorno all’‘origine rispettivamente di un angolo y in
Verso orario e di un angolo k in verso antiorario ottenendo i triangoli AM'O € CN'O.

E£ssendo la rotazione un’isometria, siha che MB = M'A,NB = N'C,MO = M'O,NO = N'0,

£ AOM' = £LBOM, £BON = £CON'.

Siha poi: £« MON = B = £ M'ON'per la sequente dimostrazione:a = 28 per [potes,

LM'ON' = £AOC — 2N'0C — £LAOM', ovvero, sostituendo dalle precedenti uguaglianze,
LM'ON'" = £AOC — £BOM — £BON owero

LM'ON' = LAOC — (4BOM + £BON) = £LAOC — £LMON = £AOC —fB=a—-B=2B—-L =L

Quindi i triangoli M'ON' e MON sono congruenti per il primo criterio di congruenza dei triangol.
Ne consegue che MN = M'N’".

Concludendo: per il perimetro del triangolo MBN siha: MB + BN + NM = M'A+ N'C + M'N’ g,
dal momento che ogni linea spezzata con estremiin A e in C € maggiore del segmento AC, la tesi
e dimostrata.




ESERCIZIO 5 - risoluzione 1 classica (con
similitudine)

E dato un triangolo acutangolo isoscele ABC' di base AC. All’interno di tale triangolo sono dati
un punto M, dalla parte di C rispetto all’asse di AC e tale che CMA = 2C§A, e un punto N
all'interno del segmento AM tale che BNM = CBA.

— Dimostrare che CBN = BAM.

— Dimostrare che CM + M N = BN.

Sia, P il punto di intersezione tra il prolungamento di CM e BN e sia R il punto di intersezione
tra il prolungamento di AM e BC; indichiamo inoltre con 8 ’angolo C'BA.
Dimostrazione della prima parte

Diamo due dimostrazioni di questo punto.

Primo argomento

Per il teorema dell’angolo esterno applicato all’angolo in N del triangolo ABN, BAM = BAN =
B — NBA. Ma CBN + NBA=CBA = B3, quindi CBN = B — NBA = BAM.

Secondo argomento

Consideriamo i triangoli ABR e BN R: essi hanno I’angolo in R in comune e gli angoli corrispondenti
RBA e BN VR uguali a ( per ipotesi, quindi sono simili. Ma allora anche RBN = RAB e quindi
CBN = RBN = RAB = BAM.

Dimostrazione della seconda parte

Consideriamo ora il triangolo MNP: T'angolo esterno in M ¢ CMN = CMA e vale percio 20.
Ma per il teorema dell’angolo esterno allora MPN = 23 — PNM =23 — = (8 (quindi MNP ¢
isoscele).

Consideriamo infine i triangoli BCP e ABN: gli angoli corrispondenti in P ed in N sono com-
plementari di angoli uguali per quanto appena dimostrato e sono quindi uguali, mentre gli angoli
corrispondenti in B ed in A sono uguali per quanto visto nella prima parte. I due triangoli sono
quindi simili, anzi congruenti in quanto il lato BC del primo € uguale al lato corrispondente AB
del secondo (ABC ¢ isoscele per ipotesi). Quindi anche CP = BN in quanto sono anch’essi lati
corrispondenti di questi due triangoli. Ma poiché MNP ¢ isoscele, CM+MN =CM+ MP =CP
e quindi CM + M N = BN, come volevasi dimostrare.



/

ESERCIZIO 5 - risoluzione 2 con trasformazioni
(composizione di simmetrie assiali = rotazione)

E dato un triangolo acutangolo isoscele ABC' di base AC. All’interno di tale triangolo sono dati
un punto M, dalla parte di C rispetto a/l\l’asse di :40 e tale che CMA = 2CBA, e un punto N g g
all’interno del segmento AM tale che BNM = CBA. ECONDA SOLUZIONE

~ Dimostrare che CBN = BAM. Denominato o 'angolo ABC, il luogo dei punti interni al triangolo ABC che
— Dimostrare che CM + M N = BN. 4 . < 5 .4
vedono il segmento AC' sotto un angolo pari a 2« € un arco di circonferenza I'
t passante per il circocentro O di ABC il teorema dell’angolo al centro garanti-
sce infatti che si abbia AOC = 2 ABC. Poiché ABC ¢ isoscele su base AC' ed
acutangolo, O si trova lungo I’asse del segmento AC' internamente al triangolo,
e i triangoli AOB, BOC', COA risultano isosceli. Detta J l'intersezione di I
con CB e posto 0 = JAM,¢p = M AO si ha:

9=JCM = JAM in quanto entrambi sottendono 1’arco JM in I',

=M CO = MAO in quanto entrambi sottendono ’arco MO in T,
ma chiaramente 6 + ¢ = BCO = %, alché:

BNM =a — BNA=COB =1 —a,

da cui segue ABN = 6. Detta p una simmetria rispetto all’asse di AC seguita da una simmetria
rispetto all’asse di BA, poniamo P = p(M). Poiché le simmetrie preservano gli angoli, PB forma
un angolo pari a € con BA, il che garantisce che P giaccia su BN. La trasformazione p, in quanto
composizione di simmetrie assiali, € una rotazione antioraria di centro O (intersezione dell’asse di
CB e dell’asse di BA) di ampiezza pari a m — a = CaB, in particolare realizza CM = BP e
OM = OP. Si ha inoltre:

OMA =0CA=0AC, OPN=n—0OPB=m—-0OMOC,

ma OM A ed OAC sottendono il medesimo arco CO in T' da parti opposte rispetto al centro, dunque
sommano ad un angolo piatto. Il triangolo M NP e conseguentemente isoscele per congruenza degli
angoli che insistono su M P e si ha:

CM+ MN=BP+ MN =BP+ PN =BN

come voluto.




Che non sempre le
trasformazioni semplificano
it lavoro!!!



ABBIAMO VISTO

e assiali, simmetrie




GRAZIE PER L'ATTENZIONE
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