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LE FORME VALIDE DI RAGIONAMENTO
NELLE DIMOSTRAZIONI MATEMATICHE
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PREREQUISITI

1. Avere già «dimostrato» in geometria o in algebra, ad esempio il 

Teorema del Resto (non indispensabile)

2. nozioni di geometria sintetica del biennio (fino alle similitudini)

3. nozioni di logica (predicato, operatori logici ∧,∨, ¬, ∃, ∄, ∃!, ∀, →, ←
, ) (non indispensabile)

4. Condizioni necessarie e sufficienti (non indispensabile)

5. Congruenze e loro proprietà (per comprendere la dimostrazione 

di due problemi, pazienza se non c’è il prerequisito, vi spiegherò 

il minimo indispensabile)
I prerequisiti «non indispensabili» sono tali perché in ogni caso li spiegheremo 

(velocemente), ma essendo corposi e tanti averne già almeno una «spolverata» non 

sarebbe male
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Ho tratto idee e spunti:

- dal vostro libro di testo «4B Manuale blu 2.0 di matematica» Ebook  

multimediale – CAPITOLO C10, Confezione 4, di Bergamini,

Barozzi, Trifone, ed. Zanichelli

- dal vostro libro di testo «Geometria blu – seconda edizione» –

CAPITOLO G2, di   Bergamini, Barozzi, Trifone, ed. Zanichelli

- dal sito delle Olimpiadi della

Matematica https://olimpiadi.dm.unibo.it, in particolare

dall’archivio dei testi assegnati nelle «gare di Febbraio» per la ricerca

di esercizi da proporvi

https://olimpiadi.dm.unibo.it/
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- dalle registrazioni degli stage Senior olimpici della 

Scuola Normale Superiore dal sito «Pillole di Senior»

https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-

di-preparazione-al-senior

- da WIKIPEDIA

- da «Principio dei cassetti e principio di inclusione – esclusione: piccioni in 

gabbia e problemi matematici (gare di matematica parte 3)»

articolo di Lorenzo Mazza da 

https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-

principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-

matematici-gare-di-matematica-parte-3/

- da «Treccani on line» https://www.treccani.it/enciclopedia/

https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.olimat-treviso.it/newsite/index.php/materiali/i-materiali-
https://www.treccani.it/enciclopedia/


DI COSA CI OCCUPEREMO - OBIETTIVI

L’OBIETTIVO PRINCIPALE E’ FARVI COMPRENDERE COME SI STRUTTURA UNA 

BUONA DIMOSTRAZIONE E DI MOSTRARVI, ANCHE ATTRAVERSO UNA SERIE DI 

ESEMPI,  LE PRINCIPALI FORME DI DIMOSTRAZIONE VALIDE:

• Dimostrazioni dirette di implicazioni (se … allora …)

• Dimostrazioni dirette di coimplicazioni (… se e solo se …)

• Dimostrazioni per assurdo

• Dimostrazioni per induzione (anche estesa o con discesa infinita)

• Combinazioni di multiple metodologie dimostrative

• Dimostrazioni che sfruttano il principio dei cassetti o il complementary

counting

Infine faremo un rapido excursus sugli schemi di ragionamento validi utilizzati 

per le varie tipologie di dimostrazioni viste



PERCHE’ QUESTI ARGOMENTI

• Per imparare a dimostrare in modo corretto ed efficace

• Per capire cosa significa SE E SOLO SE e l’importanza della 

dimostrazione inversa

• Per mostrarvi alcune tecniche poco usate nella pratica scolastica 

quotidiana ma che sono molto utili (induzioni, cassetti, discese infinite)

• Per mettere quelli di voi che faranno la gara individuale di febbraio 

nelle condizioni di non omettere parti fondamentali delle dimostrazioni 

• Per fare sano e buon esercizio di RAGIONAMENTO

• Perché magari imparate qualche trucchetto utile per risolvere alcuni 

esercizi delle gare a squadre



OSSERVAZIONE

QUESTO SIMBOLO SARA’ AFFIANCATO ALLE 

DEFINIZIONI / FORMULE / TEOREMI CHE VI 

POTRANNO SERVIRE IN FUTURO SIA NELLE GARE 

INDIVIDUALI CHE IN QUELLE A SQUADRE



SE … ALLORA …
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CONSIDERIAMO LA PROPOSIZIONE:

«SE ABITO A TREVISO ALLORA ABITO IN ITALIA»

IN QUALI ALTRE MANIERE LA POTREI ESPRIMERE? TANTISSIME E TUTTE EQUIVALENTI. PROVIAMO:

1. ABITARE A TREVISO E’ SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIO) PER ABITARE IN ITALIA

2. ABITARE A TREVISO E’ UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIA) PER ABITARE IN ITALIA

3. E’ SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIO) ABITARE A TREVISO PER ABITARE IN ITALIA

4. SE ABITO A TREVISO ALLORA NECESSARIAMENTE ABITO IN ITALIA 

5. PER ABITARE A TREVISO E’ NECESSARIO (MA NON SUFFICIENTE) ABITARE IN ITALIA

6. ABITO IN ITALIA  SE ABITO A TREVISO (attenzione in questa formulazione alla posposizione del SE)

7. ABITO A TREVISO SOLO SE ABITO IN ITALIA                (è necessario abitare in Italia per abitare a Treviso)

8. SOLO SE ABITO IN ITALIA, ABITO A TREVISO               (posposizione della precedente)

9. ABITARE A TREVISO IMPLICA ABITARE IN ITALIA

10. ABITARE A TREVISO IMPLICA NECESSARIAMENTE ABITARE IN ITALIA

11. ABITARE IN ITALIA NON IMPLICA NECESSARIAMENTE ABITARE A TREVISO

12. … e in tanti altri modi possibili
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SE ABITO A TREVISO ALLORA ABITO IN ITALIA

p t

ipotesi (o premessa)           tesi (o conseguenza)

p è condizione sufficiente per t               t è condizione necessaria per p

se p è vera allora anche t è vera

se t è vera nulla posso dire di p, potrebbe essere vera ma anche falsa

in simboli si scrive  𝑝 ⟹ 𝑡 e si legge   p implica t
Il simbolo ⟹ si chiama simbolo di implicazione (logica)
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CONSIDERIAMO LE FORME:

1. ABITARE A TREVISO E’ SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIO) PER ABITARE IN ITALIA

2. ABITARE A TREVISO E’ UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIA) PER ABITARE IN ITALIA

3. E’ SUFFICIENTE (MA NON NECESSARIO) ABITARE A TREVISO PER ABITARE IN ITALIA

4. SE ABITO A TREVISO ALLORA NECESSARIAMENTE ABITO IN ITALIA 

5. PER ABITARE A TREVISO E’ NECESSARIO (MA NON SUFFICIENTE) ABITARE IN ITALIA

6. ABITO IN ITALIA  SE ABITO A TREVISO (attenzione in questa formulazione alla posposizione del SE)

7. ABITO A TREVISO SOLO SE ABITO IN ITALIA                (è necessario abitare in Italia per abitare a Treviso)

8. SOLO SE ABITO IN ITALIA, POSSO ABITARE A TREVISO               (posposizione della precedente)

Da esse si evidenzia che:

ABITARE A TREVISO è, nell’implicazione, la CONDIZIONE SUFFICIENTE

ABITARE IN ITALIA   è, nell’implicazione, la CONDIZIONE NECESSARIA

La condizione sufficiente è preceduta da SE; la condizione sufficiente implica la verità di quella necessaria

La condizione necessaria è preceduta da SOLO SE; la condizione necessaria non implica la verità della sufficiente

La condizione sufficiente rende vera la condizione necessaria

La condizione necessaria non è detto che renda vera la condizione sufficiente
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𝑝 ⟹ 𝑡 ovvero p implica t

𝑡 ⟸ 𝑝 ovvero t è implicata da p

MA NON E’ EQUIVALENTE A DIRE CHE t ⟹ 𝒑

In generale un’implicazione non è invertibile, infatti:

SE ABITO IN ITALIA ALLORA ABITO A TREVISO

in generale non è vera
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• Le definizioni sono frasi con le quali si dà il nome a un ente, cioè un 

«oggetto» della teoria, e se ne precisa il significato facendo riferimento 

ad altri oggetti già definiti o a enti primitivi, ossia oggetti che non 

vengono definiti, ma vengono accettati come noti. 

• Le proposizioni che esprimono relazioni tra gli enti e che sono poste a 

fondamento della teoria vengono dette assiomi o postulati. 

• Dagli assiomi, mediante procedimenti detti dimostrazioni, è possibile 

ricavare altre proposizioni, dette teoremi, che esprimono proprietà e 

relazioni fra gli enti della teoria. Un teorema lega alcune proposizioni di 

partenza date, dette ipotesi, e una proposizione finale, detta tesi. 

Le dimostrazioni preservano la verità; il che vuol dire che, se le ipotesi 

di un teorema e gli assiomi sono veri, tale è anche la tesi che si ottiene 

da essi mediante dimostrazione.

ESEMPIO

NELLA GEOMETRIA RAZIONALE 

DEL PIANO:

• ENTI PRIMITIVI: PUNTO E 

RETTA

• ASSIOMA: «PER DUE PUNTI 

DISTINTI PASSA UNA E UNA 

SOLA RETTA»

• TOREMA: «UN TRIANGOLO 

AVENTE UNA COPPIA DI 

ANGOLI CONGRUENTI E’ 

ISOSCELE»
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Una DIMOSTRAZIONE è una SEQUENZA di IMPLICAZIONI LOGICHE, dette anche DEDUZIONI.

Le deduzioni, ossia i singoli passi di una dimostrazione, sono IMPLICAZIONI LOGICHE.

In termini più precisi, possiamo dire che, in una teoria T, una dimostrazione della tesi t, 

che parte dalle ipotesi h1 , h2 , h3 , …, è una sequenza finita e ordinata di IMPLICAZIONI di 

cui l’ultima ha come conseguenza la tesi t, e tale che ogni IMPLICAZIONE soddisfa una 

delle seguenti regole:

1. è un assioma di T (e dunque vero); 

2. è una proprietà espressa in una definizione di T (e dunque vera)

3. è una proprietà di un ente di T costruito nel rispetto di una definizione

4. è un teorema già dimostrato in precedenza (e dunque vero)

5. è un’implicazione logica dedotta da una delle implicazioni precedenti 

mediante, a sua volta, dimostrazione logica.
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Devo dimostrare il teorema 𝑝 ⟹ 𝑡

Uso la sequenza di implicazioni:

𝑝 ⟹ 𝑝1 (definizione di triangolo isoscele)

𝑝4 ⟹ 𝑝3 (definizione di bisettrice)

𝑝4 ⟹ 𝑝2 (costruzione della bisettrice, per cui 𝑝2 è 𝑣𝑒𝑟𝑎)

𝑝1 𝑒 𝑝2 𝑒 𝑝3 ⟹ 𝑡
è 𝑢𝑛 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑚𝑎 𝑔𝑖à 𝑛𝑜𝑡𝑜 𝑒 𝑑𝑖𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑜,

è 𝑖𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑐𝑟𝑖𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜 𝑑𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑔𝑟𝑢𝑒𝑛𝑧𝑎 𝑑𝑒𝑖 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑖

Quindi la catena di implicazioni porta a concludere che t è 

vera
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Non sempre nell’enunciato di un teorema ipotesi e tesi sono 

facilmente individuabili
Il teorema precedente potrebbe anche essere stato espresso come nei seguenti esempi:

1. «In un triangolo isoscele esistono due angoli congruenti.»

2. «Gli angoli alla base di un triangolo isoscele sono tra loro congruenti.»

3. «Gli angoli alla base sono congruenti se il triangolo è isoscele.»

4.  «Essendo il triangolo isoscele esso ha due angoli congruenti.»

da NON CONFONDERE in ogni caso con il teorema inverso!!!  



SE … ALLORA …                                          9

Cosa fare in questo caso?

RAGIONARE!!! Potete solamente RIFORMULARE l’enunciato in termini di:

«SE qualche cosa ALLORA qualche altra cosa»

evitando di cadere nella formulazione del 

teorema INVERSO (in cui ipotesi e tesi sono scambiate)

Affronteremo il tema del teorema inverso quando ci occuperemo della forma:

«qualche cosa SE E SOLO SE qualche altra cosa»
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SCAMBIARE IPOTESI E TESI E’ L’ERRORE 

PIU’ GRAVE CHE POTETE FARE!!!

0 PUNTI NELL’ESERCIZIO OLIMPICO

VOTO 4 NEL COMPITO DI MATEMATICA
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Le dimostrazioni che usano 

l’implicazione logica ⟹
usano lo schema di ragionamento detto

MODUS PONENS
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problema 2 play off 2024 

ESERCIZIO DI TEORIA DEI NUMERI:

Provate a riformularlo in termini di

SE … ALLORA …

per capire ipotesi e tesi



SE … ALLORA …                             ESEMPIO a2

Alternativa 1:

SE 

𝒏 ∈ ℕ (ipotesi)

ALLORA

𝟑𝟐𝟒 + 𝟒𝟓𝟓𝒏 non è un numero primo              (tesi)

_______________________________________________________________

Alternativa 2:

SE 

𝒏 ∈ ℕ (ipotesi)

ALLORA

𝟑𝟐𝟒 + 𝟒𝟓𝟓𝒏 ammette divisori diversi da 1 e da se stesso (tesi)
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play off 2025 problema 1 prima parte

ESERCIZIO DI GEOMETRIA (di cui veniva assegnata la figura)

IPOTESI: 

• ABC è triangolo rettangolo in A (dunque AB e AC cateti)

• AC è maggiore di AB

• CM è congruente a MB, M appartiene a CB

• N è il punto trasformato di A nella simmetria assiale di asse BC

• la retta r è perpendicolare a MN e passa per N

• s è la retta contenente l’ipotenusa BC

• le rette r ed s si intersecano nel punto O

TESI: 

• L’angolo OMN è il doppio dell’angolo ACB
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Quali teoremi/proprietà dovevate già conoscere?

• Proprietà del circocentro di un triangolo rettangolo

• Proprietà del triangolo rettangolo inscritto in una (semi)circonferenza

• Teorema dell’angolo al centro e di un corrispondente angolo alla 

circonferenza

• Proprietà degli oggetti trasformati in una simmetria (vedi l’importanza 

delle trasformazioni!)

• Proprietà transitiva
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problema 5 play off 2022

ESERCIZIO DI TEORIA DEI NUMERI

È già formulato in termini di SE … ALLORA …
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Ho sfruttato il Teorema di Eulero seguente:

che esprime una proprietà delle congruenze; a riprova del fatto che una delle 

deduzioni della dimostrazioni possono derivare dall’applicazione di una 

proprietà già nota.



… SE E SOLO SE …
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Questi due 

teoremi sono 

uno l’inverso 

dell’altro: ipotesi 

e tesi sono 

scambiate
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Dunque, riassumendo:

1. SE un triangolo è isoscele ALLORA il triangolo ha due angoli congruenti

ma, viceversa:

2. SE il triangolo ha due angoli congruenti ALLORA il triangolo è isoscele

I due teoremi si sono scambiati ipotesi e tesi. Dunque:

un triangolo è isoscele è sufficiente per 1. e necessaria per 2.

il triangolo ha due angoli congruenti è sufficiente per 2. e necessaria per 1.
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Esiste un modo per riassumere i teoremi 1. e 2. in un unico teorema:

Un triangolo è isoscele SE E SOLO SE il triangolo ha due angoli congruenti

che contiene e riassume i due:

1. Un triangolo è isoscele SE E SOLO SE il triangolo ha due angoli congruenti

2. Un triangolo è isoscele SE E SOLO SE il triangolo ha due angoli congruenti

Notate che il teorema 1. è espresso nella forma che evidenzia la condizione necessaria, 

ma equivale a:

1. SE un triangolo è isoscele ALLORA il triangolo ha due angoli congruenti

Notate che il teorema 2. è espresso nella forma «posposta», ma equivale a 

2. SE un triangolo ha due angoli congruenti ALLORA il triangolo è isoscele



… SE E SOLO SE…                                         4

QUINDI QUANDO RIFORMULATE DUE TEOREMI, UNO INVERSO 

DELL’ALTRO, CON IL COSTRUTTO SE E SOLO SE DOVETE PORRE MOLTA 

ATTENZIONE.

SE VI VIENE CHIESTO DI DIMOSTRARE UN TALE TEOREMA, DOVETE PER 

FORZA DIMOSTRARE, IN SUCCESSIONE, DUE TEOREMI DISTINTI, IL 

SECONDO INVERSO DEL PRIMO IN CUI AVETE SCAMBIATO TESI E IPOTESI. 

ALLA FINE CONCLUDERETE CHE, VISTO CHE SUSSITONO ENTRAMBI GLI 

ENUNCIATI, ALLORA ESISTE ANCHE QUELLO UNICO DI PARTENZA. 

NON IMPORTA IN QUALE ORDINE PROCEDETE.
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Un triangolo è isoscele SE E SOLO SE il triangolo ha due angoli congruenti

ENTRAMBE LE CONDIZIONI SONO SIA NECESSARIE CHE SUFFICIENTI L’UNA PER L’ALTRA 

(INFATTI SI SCAMBERANNO I RUOLI DI SUFFICIENTE E NECESSARIA NELLE DUE DIMOSTRAZIONI INVERSE)

Infatti potete enunciare il teorema anche come:

p q

Il triangolo ha due angoli congruenti SE E SOLO SE il triangolo è isoscele

motivo per cui, quando andrete a dimostrarlo, non ha importanza quale dimostrerete prima
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Un triangolo è isoscele SE E SOLO SE il triangolo ha due angoli congruenti

In simboli potete anche enunciare il teorema come segue:

p q

Il triangolo ha due angoli congruenti ⟺ il triangolo è isoscele

Il simbolo ⟺ si legge «se e solo se» e si chiama

SIMBOLO DI COIMPLICAZIONE LOGICA

p ⟺ q

Si legge: p coimplica q, ovvero p se e solo se q
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𝒊𝒍 𝒔𝒊𝒎𝒃𝒐𝒍𝒐 ⟺ = «𝒄𝒐𝒊𝒎𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂»
𝒂𝒏𝒄𝒉𝒆 𝒂 𝒍𝒊𝒗𝒆𝒍𝒍𝒐 𝒈𝒓𝒂𝒇𝒊𝒄𝒐

𝒖𝒏𝒊𝒔𝒄𝒆 𝒆 𝒓𝒊𝒂𝒔𝒔𝒖𝒎𝒆 𝒊 𝒅𝒖𝒆 𝒔𝒊𝒎𝒃𝒐𝒍𝒊:

⟹ = «𝒊𝒎𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂» e
⟸ (=«è implicato da»)

IN UNA COIMPLICAZIONE CIASCUNA DELLE DUE CONDIZIONI E’ SIA 

NECESSARIA CHE SUFFICIENTE PER L’ALTRA

LA VERITA’ DI UNA DELLE DUE PERMETTE DI CONCLUDERE LA VERITA’ DELL’ALTRA
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problema 16 gara provinciale 2014

Dimostriamo separatamente i due enunciati:

1. ABC è un triangolo equilatero ⟹ i 6 punti M, 

M’, N, N’, L, L’ giacciono su una stessa 

circonferenza 

2. i 6 punti M, M’, N, N’, L, L’ giacciono su una 

stessa circonferenza ⟹
𝐴𝐵𝐶 è 𝑢𝑛 𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑜 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑜
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1. ABC è un triangolo equilatero ⟹
i 6 punti M, M’, N, N’, L, L’ 

giacciono su una stessa 

circonferenza 

2. i 6 punti M, M’, N, N’, L, L’ 

giacciono su una stessa 

circonferenza ⟹
ABC è un triangolo equilatero
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Alle volte nell’enunciato di un teorema, in generale di un 

predicato, troverete usati i termini:

TUTTI E SOLI

E’, IN ALCUNI CASI,  UN’ALTERNATIVA ALL’USO DEI TERMINI 

SE E SOLO SE
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né tutte, né sole

tutte ma non sole

tutte e sole
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SE 

una curva è una circonferenza 

ALLORA 

ha un’equazione di tipo 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎

Questo teorema non è invertibile, infatti non tutte queste equazioni rappresentano una circonferenza 

(solo quelle per cui 
𝑎2

4
+

𝑏2

4
− 𝑐 > 0 ; per questo il «nè tutte».

Inoltre anche le equazioni in forma

𝑥 − 𝑥𝐶
2 + 𝑦 − 𝑦𝐶

2 = 𝑟2

rappresentano circonferenze nel piano cartesiano. Per questo il «né sole».
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SE 

un’equazione è di tipo 𝒚 = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 (con 𝒂 ≠ 𝟎)

ALLORA 

rappresenta una parabola nel piano cartesiano

Questo teorema non è invertibile, infatti le parabole con asse orizzontale hanno equazioni diverse; per 

questo il «ma non sole». Il teorema non è dunque invertibile.
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una curva nel piano cartesiano è una retta

SE E SOLE SE 

ha un’equazione, in forma implicita,  di tipo 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 + 𝒄 = 𝟎, 

con 𝒂 e 𝒃 non contemporaneamente nulli

Questo teorema è invertibile; per questo il «tutte e sole».
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valgono tutti e soli i casi che soddisfano una certa proprietà

si intende che:

1.Tutti gli oggetti che hanno quella proprietà appartengono 

all’insieme considerato

2.Solo gli oggetti che hanno quella proprietà appartengono a 

quell’insieme

In altre parole: né di più, né di meno.

In termini logici

“tutti e soli” equivale a dire:

A se e solo se B

cioè una equivalenza:

•A ⟺  B, A⟺B, 

•“tutti” → se vale B, allora vale A

•“soli” → se vale A, allora vale B

Esempio semplice:

I numeri pari sono tutti e soli quelli divisibili per 2.

Significa che:

•Tutti i numeri divisibili per 2 sono pari 

•Solo i numeri divisibili per 2 sono pari 

Quindi:

numero pari ⟺  divisibile per 2

Altro esempio (geometria):

I triangoli rettangoli sono tutti e soli quelli che 

hanno un angolo di 90°.

•Se un triangolo è rettangolo → ha un angolo di 90°

•Se un triangolo ha un angolo di 90° → è rettangolo

Perfetta corrispondenza.
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Perché è importante?

In matematica le definizioni devono essere precise.

Dire “tutti e soli” evita errori come:

•includere casi che non c’entrano

•escludere casi che invece dovrebbero esserci

È il modo matematico per dire:

“questa proprietà descrive esattamente quell’insieme”.

Esempio: “tutti e soli” in un esercizio di algebra

Esercizio

Stabilire per quali valori di 𝑥 vale:

𝒙𝟐 = 𝟗

Soluzione spiegata con il “tutti e soli”

I numeri che soddisfano l’equazione sono tutti e soli quelli 

tali che:

𝑥 = 3 oppure 𝑥 = −3
Cosa vuol dire?

•Tutti i valori +3 e -3 soddisfano l’equazione 

•Solo quei valori la soddisfano 

Quindi:

𝒙𝟐 = 𝟗 ⟺  𝑥 = 3 oppure 𝑥 = −3

Attenzione: errore comune

Dire solo “tutti” o solo “soli” non basta a definire un insieme.

“Tutti i multipli di 4 sono i pari” (vero che tutti i multipli di 

4 sono pari, ma questo non definisce i pari)

“I numeri pari sono tutti e soli i multipli di 2”



IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE LOGICA vs
IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE MATERIALE      1 

ABBIAMO ATTRIBUITO UN SIGNIFICATO AI SIMBOLI:

⟹ IMPLICAZIONE LOGICA     (SE … ALLORA …)

⟺ COIMPLICAZIONE LOGICA (… SE E SOLO SE …)
CHE ABBIAMO USATO PER RAPPRESENTARE DEDUZIONI LOGICHE, 
OVVERO PER FARE INFERENZE LOGICHE NEI RAGIONAMENTI DIMOSTRATIVI

ESISTONO TUTTAVIA ALTRI DUE SIMBOLI:

→ IMPLICAZIONE MATERIALE

COIMPLICAZIONE MATERIALE
CHE SONO INVECE OPERATORI LOGICI DEFINITI DALLE LORO TABELLE DI VERITA’
E CHE NON SONO USATI PER FARE INFERENZE LOGICHE NEI RAGIONAMENTI DIMOSTRATIVI

SONO «ESERCIZI» DI LOGICA FORMALE, ESATTAMENTE COME AND, OR, NOT, …
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QUESTO OPERATORE → CHIARAMENTE E’ COLLEGATO A QUELLO DI 

IMPLICAZIONE LOGICA ⟹, NEL SENSO CHE CI DICE QUALI SONO LE 

POSSIBILI INFERENZE VERE DI UNA IMPLICAZIONE LOGICA ⟹ :

• A VERA IMPLICA B VERA è una verità anche dell’implicazione 

logica, se la premessa è vera lo è anche la conseguenza

• A FALSA MA B COMUNQUE VERA può essere una verità anche  

dell’implicazione logica, che nulla ci dice se la premessa A è 

falsa

• A FALSA E B PURE FALSA  può essere una verità anche 

dell’implicazione logica, che nulla ci dice se la premessa A è 

falsa

MENTRE

• A VERA E B FALSA non è mai una verità dell’implicazione 

logica, perché se A è vera abbiamo visto che anche B è 

necessariamente vera



DOPPIA IMPLICAZIONE ( = COIMPLICAZIONE) 
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QUESTO OPERATORE  CHIARAMENTE E’ COLLEGATO A QUELLO DI 

COIMPLICAZIONE LOGICA ⟺, NEL SENSO CHE CI DICE QUALI SONO LE 

POSSIBILI INFERENZE VERE DI UNA COIMPLICAZIONE LOGICA ⟺:

• A VERA COIMPLICA B VERA è una verità anche della 

coimplicazione logica, se una delle due (A o B che sia) è vera, lo è 

anche l’altra

• A FALSA COIMPLICA ANCHE  B FALSA è una verità anche  della 

coimplicazione logica, perché se una delle due fosse vera 

dovrebbe esserlo anche l’altra, l’unica alternativa possibile è che 

siano entrambe vere

MENTRE

• A VERA E B FALSA o A FALSA E B VERA non sono mai una 

verità della coimplicazione logica, A e B o sono 

contemporaneamente vere o sono contemporaneamente false, 

sono strettamente legate l’una all’altra, hanno lo stesso … destino
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DOMANDONA

SONO NATE PRIMA

→ E (IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE MATERIALI) 

O

⟹ E ⟺ (IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE LOGICA) ?
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E’ UN PO’ COME CHIEDERSI:

E’ NATO PRIMA L’ 

O E’ NATA PRIMA LA                 ?
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IN REALTA’:

La distinzione è stata dibattuta fin dai tempi dei filosofi greci, tanto che l'implicazione materiale è 

anche conosciuta come "implicazione filoniana" (da Filone di Megara, III secolo a.C.), e l'altra 

come "implicazione diodorea" (da Diodoro Crono, IV secolo a.C.). Dunque è nata prima quella 

materiale. 

In tempi moderni C.S. Peirce (1839 - 1914) concluse che per gli aspetti elementari della Logica 

era conveniente utilizzare l'implicazione materiale. 

L’implicazione logica è una relazione più forte, una «tautologia» (= un’ affermazione sempre vera), 
che esprime una necessità logica, un'inferenza sempre vera, che è stata concepita e studiata dopo aver 
definito quella materiale, usandola come base per definire le inferenze logiche vere (=legittime, corrette) 
nei ragionamenti.  Quindi è venuta prima la materiale (come connettivo) per poi definire la logica (come 
relazione di necessità).

https://it.wikipedia.org/wiki/Filone_di_Megara?action=edit&redlink=1
https://it.wikipedia.org/wiki/Diodoro_Crono
https://it.wikipedia.org/wiki/Charles_Sanders_Peirce
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RIBADIAMO:

Il valore di verità di un enunciato composto con 

l'implicazione (o con la coimplicazione) materiale 

dipende dai valori di verità degli enunciati che lo 

compongono.

Un'implicazione (o una coimplicazione) logica non è un 

connettivo logico, bensì una relazione di deduzione tra 

predicati.
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Voi dovete solo porre attenzione ai simboli usati 

e ai loro nomi:

→ E (IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE MATERIALI) 

⟹ E ⟺ (IMPLICAZIONE E COIMPLICAZIONE LOGICHE)

Per dimostrare usate i secondi ⟹ e ⟺ !!
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Le dimostrazioni che usano 

Lo schema di ragionamento per assurdo 

(negazione della tesi per giungere a 

negare l’ipotesi)

usano lo schema di ragionamento detto

MODUS TOLLENS
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UNA TALE FORMA DI DIMOSTRAZIONE 

SI PUO’ SCHEMATIZZARE COME SEGUE:

Se devo dimostrare che 𝒑 ⟹ 𝒒, aggiungo l’ipotesi ¬𝒒 (cioè 

provo a negare la tesi) e dimostro che 𝒑 ∧ ¬𝒒 ⟹ ¬𝒑 (p e 

l’opposto della tesi implicano l’opposto dell’ipotesi), il che è 

una contraddizione dal momento che sappiamo essere vera 

l’ipotesi 𝒑; per il principio del terzo escluso infatti un 

predicato o è vero o è falso, ma non può essere 

contemporaneamente vero e falso. 



DIMOSTRAZIONI PER ASSURDO       ESEMPIO a1

Dalla gara di play off del 2024 del Distretto di Treviso



DIMOSTRAZIONI PER ASSURDO       ESEMPIO a2
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In quest’ultimo esempio a1- a2 abbiamo negato la tesi ma non siamo 

arrivati a negare l’ipotesi, ci siamo fermati prima. Siamo 

semplicemente arrivati a valutare una stessa grandezza (S) con due 

diversi e contradditori valori. Questo schema di ragionamento non è 

quello presentato in precedenza (MODUS TOLLENS), ma è uno schema 

più propriamente e genericamente detto

PER ASSURDO
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UNA TALE FORMA DI DIMOSTRAZIONE 

SI PUO’ SCHEMATIZZARE COME SEGUE:

Se devo dimostrare che 𝒑 ⟹ 𝒒, aggiungo l’ipotesi ¬𝒒 (cioè provo a 

negare la tesi) e dimostro che: 

𝒑 ∧ ¬𝒒 ⟹ 𝒂 ∧ 𝒑 ∧ ¬𝒒 ⟹ ¬𝒂
Ovvero che 𝒑 e l’opposto della tesi ¬𝒒 implicano una nuova 

proposizione 𝒂 ma anche il contrario di questa ulteriore 

proposizione ¬𝒂, il che è una contraddizione, sempre per il 

principio del terzo escluso. Questo è uno schema di ragionamento 

più generale del modus tollens, ma altrettanto efficace.
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P(n) esprime un enunciato 

in cui compare il numero 

naturale n

Esempio: 𝑃(𝑛)=«La somma 

dei primi 𝑛 numeri naturali 

vale 
𝑛∙ 𝑛+1

2
»

E’ necessario concludere con 

questa frase, è l’ultimo 

passaggio della dimostrazione

DIMOSTRAZIONE = enunciare 𝑃(𝑛) + dimostrare il 1° passo induttivo 𝑃(0) + dimostrare il 2°

passo induttivo ovvero 𝑃(𝑛) ⟹ 𝑃(𝑛 + 1) + concludere dicendo che allora 𝑃(𝑛) è vera per 

ogni 𝑛 ∈ ℕ
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Questa è la diversità; la 

proposizione 𝑃(𝑛) non sarà vera 

per tutti gli 𝑛 naturali, ma solo 

per quelli maggiori o uguali al 

valore iniziale 𝒌

DIMOSTRAZIONE IN QUESTO CASO = enunciare 𝑃(𝑛) + dimostrare il 1° passo induttivo 𝑃(𝑘)
+ dimostrare il 2° passo induttivo ovvero 𝑃(𝑛) ⟹ 𝑃(𝑛 + 1) + concludere dicendo che allora 

𝑃(𝑛) è vera per ogni 𝑛 ∈ ℕ tale che 𝑛 ≥ 𝑘
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P(𝑛)



OSSERVAZIONE – SIMBOLO DI SOMMATORIA 4



INDUZIONE ESEMPIO                                 A1

P(𝑛)

Dunque il predicato 𝑃(𝑛) è vero 

per ogni 𝑛
Esempio da http://olimpiadi.dm.unibo.it/il-senior-in-pillole/



INDUZIONE ESEMPIO                                 A2

Scomponete usando la regola di 

Ruffini

Dunque il predicato 𝑃(𝑛) è vero 

per ogni 𝑛

P(𝑛)

Esempio da http://olimpiadi.dm.unibo.it/il-senior-in-pillole/



INDUZIONE ESTESA                                  1

Nel secondo passo si dimostra che, se si 

ipotizza 𝑃(𝑖) vero per ogni altro 𝑖 minore di 

𝑘 + 1, 𝑜𝑣𝑣𝑒𝑟𝑜 𝑝𝑒𝑟 𝑖 = 1, 2 , 3, … , 𝑘 allora esso è
vero anche per 𝑖 = 𝑘

Si può usare questa forma, detta INDUZIONE ESTESA

Esempio da http://olimpiadi.dm.unibo.it/il-senior-in-pillole/
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Questa è la «Successione di Fibonacci», in cui 

𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, e ogni altro elemento è la somma 
dei due precedenti.

P(𝑛)

ERRORE GROSSOLANO! Avere trascurato 

(erroneamente) che 𝑃 1 non sia vera, in 

quanto 𝐹1 = 1 è dispari!! 

Qui 𝑃 0 è 𝑣𝑒𝑟𝑎 𝑚𝑎 𝑃 1 è falsa». 

Nel dimostrare bisogna utilizzare un passo 

iniziale di una proprietà che poi si deve 

«propagare» a tutti i numeri successivi.

Dunque questo errore invalida l’intera 

dimostrazione che risulta

GRAVEMENTE ERRATA

ATTENZIONE! IL PASSO BASE DI 
UN’INDUZIONE DEVE ESSERE SCELTO 
ACCURATAMENTE! Controesempio tratto 

da http://olimpiadi.dm.unibo.it/il-senior-in-pillole/
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La discesa infinita è  una tecnica di dimostrazione matematica, usata 

soprattutto nella teoria dei numeri, che funziona per assurdo: 

si suppone che esista una soluzione intera a un problema, si dimostra che da 
tale soluzione se ne può sempre ricavare una più piccola, e questo 
processo, se ripetuto all'infinito, crea una contraddizione (poiché i numeri interi 
positivi non possono diminuire indefinitamente), provando così che la soluzione 
iniziale non poteva esistere. 

È imparentata con il principio di induzione matematica e usata da Fermat per 
dimostrare casi specifici del suo ultimo teorema (come 𝑎4 + 𝑏4 = 𝑐4)
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Applicando questo metodo, se si vuole dimostrare che una proposizione è falsa, si suppone 

che essa sia valida per un certo 𝑛 (naturale!); se si riesce a dimostrare che questo implica 

che essa sia valida anche per un altro intero 𝑚 minore di 𝑛 abbiamo completato la nostra 

dimostrazione: ripetendo infatti il ragionamento, esisterebbe un terzo numero 𝑝 minore di 𝑚
per cui vale ancora la proposizione; iterando questo ragionamento si otterrebbe che esistono 

infiniti numeri interi positivi minori di 𝑛 che la verificano. Questo è assurdo (perché i naturali 

hanno un minimo che è 0), e quindi la proposizione è falsa.

Un altro modo alternativo per impostare la dimostrazione è provare a dimostrare che:

SE esiste un insieme composto da alcuni numeri 𝒏 che godono di una certa proprietà 

ALLORA deve esistere il minimo. Ma, dimostrando che, una volta preso il minimo, se ne 

possa trovare uno più piccolo contraddiciamo la nostra ipotesi e cadiamo in assurdo.

CIOE’: NON SI PUO’ FARE UNA «DISCESA INFINITA» NEI NATURALI.



LA DISCESA INFINITA                                    3

Dalla TRECCANI:
discesa infinita, metodo della: particolare metodo di dimostrazione per assurdo, 
utilizzato nella teoria dei numeri, basato sul principio d’induzione matematica. Il 
metodo si basa sul principio che se {sn} è una successione di numeri naturali 
decrescente, allora esiste una sua sottosuccessione, da un certo n in poi, che è 
costante. Per dimostrare, quindi, che una proposizione P sui numeri naturali è 
falsa, si suppone (per assurdo) che sia vera per un certo n e se si dimostra che 
ciò implica che essa sia vera anche per un m < n, allora si è dimostrata la falsità 
di P. Infatti, si potrebbe iterare il ragionamento ed esisterebbe un p < m per cui 
essa è vera e, così procedendo, si otterrebbero infiniti valori minori di n che la 
rendono vera. Ciò è falso perché ogni sottoinsieme finito di numeri naturali ha 
un minimo. Il metodo della discesa infinita fu usato da P. de Fermat per dimostrare 
il suo ultimo teorema (→ Fermat, ultimo teorema di) nel caso particolare di n = 4. 
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Come funziona il metodo

1. Supponiamo l'esistenza di una soluzione: Si parte dall'assunto che esista una soluzione intera positiva 

(=naturale maggiore di 0) per l'equazione o il problema o la proprietà in questione.

2. Troviamo una soluzione minore: dimostriamo che, se esiste una soluzione, ne deve esistere necessariamente 

una minore, anch'essa naturale e positiva.

3. Contraddizione: Questo crea una catena infinita di soluzioni decrescenti (es. 𝑛>𝑛1>𝑛2>…), che è impossibile per i 

numeri naturali positivi (non esiste un numero naturale positivo minore di 1). Stiamo lavorando sui naturali 

positivi!

4. Conclusione: La contraddizione dimostra che l'assunto iniziale (l'esistenza di una soluzione) è falso, quindi non 

esistono soluzioni naturali (o non esistono soluzioni con la proprietà descritta o il problema è assurdo).



LA DISCESA INFINITA       ESEMPIO (accenno) 
a1

TEOREMA DI 

FERMAT NEL CASO 

n=4



LA DISCESA INFINITA                   ESEMPIO b2-1

LEMMA

SE 𝑎2+𝑏2 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 3

(ovvero 𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 è divisibile per 𝟑)

ALLORA (necessariamente)

𝑎 ≡ 0 ∧ 𝑏 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 3

(ovvero sia 𝒂 che 𝒃 devono essere

entrambi divisibili per 𝟑)



LA DISCESA INFINITA                  ESEMPIO b2-2



COMBINARE LE TECNICHE



COSA SIGNIFICA COMBNARE LE TECNICHE
ESEMPIO a1

Esempio dalla gara di play off del Distretto di Treviso del 2024



INDUZIONE   +   ASSURDO              ESEMPIO a2



INDUZIONE   +   ASSURDO              ESEMPIO a3



INDUZIONE   +   ASSURDO              ESEMPIO a4

Cosa abbiamo  mescolato nel precedente esempio:

• Dimostrazione per induzione: 

• il passo base è dimostrato per un grafo planare connesso di 5 nodi; la 

dimostrazione è corretta e funzionale

• Il passo induttivo è dimostrato diviso in due casi separati:

• esiste un vertice P con grado minore o uguale a 5; la dimostrazione è 

corretta e funzionale

• Non esiste alcun vertice P con grado minore o uguale a 5; la 

dimostrazione cade in assurdo

Dunque abbiamo opportunamente mescolato due tecniche dimostrative.



IL PRINCIPIO DEI CASSETTI
pigeonhole (=pige on hole)
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da «Principio dei cassetti e principio di inclusione – esclusione: piccioni in  gabbia e problemi matematici (gare di matematica parte 3)»,   articolo di Lorenzo Mazza da  
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/

This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-ShareAlike 4.0 International License.

https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
https://www.mathisintheair.org/wp/2021/03/principio-dei-cassetti-e-principio-di-inclusione-esclusione-piccioni-in-gabbia-e-problemi-matematici-gare-di-matematica-parte-3/
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DIMOSTRAZIONI
GLI SCHEMI DI RAGIONAMENTO



SCHEMI DI RAGIONAMENTO                          1

• Le definizioni sono frasi con le quali si dà il nome a un ente, cioè un 

«oggetto» della teoria, e se ne precisa il significato facendo riferimento 

ad altri oggetti già definiti o a enti primitivi, ossia oggetti che non 

vengono definiti, ma vengono accettati come noti. 

• Le proposizioni che esprimono relazioni tra gli enti e che sono poste a 

fondamento della teoria vengono dette assiomi o postulati. 

• Dagli assiomi, mediante procedimenti detti dimostrazioni, è possibile 

ricavare altre proposizioni, dette teoremi, che esprimono proprietà e 

relazioni fra gli enti della teoria. Un teorema lega alcune proposizioni di 

partenza date, dette ipotesi, e una proposizione finale, detta tesi. 

Le dimostrazioni preservano la verità; il che vuol dire che, se le ipotesi 

di un teorema e gli assiomi sono veri, tale è anche la tesi che si ottiene 

da essi mediante dimostrazione.

ESEMPIO

NELLA GEOMETRIA RAZIONALE 

DEL PIANO:

• ENTI PRIMITIVI: PUNTO E 

RETTA

• ASSIOMA: «PER DUE PUNTI 

DISTINTI PASSA UNA E UNA 

SOLA RETTA»

• TOREMA: «UN TRIANGOLO 

AVENTE UNA COPPIA DI 

ANGOLI CONGRUENTI E’ 

ISOSCELE»



SCHEMI DI RAGIONAMENTO                          2

Le deduzioni, ossia i singoli passi di una dimostrazione, sono organizzate con precise 

regole logiche che chiamiamo schemi di ragionamento. 

In termini più precisi, possiamo dire che, in una teoria T, una dimostrazione della 

tesi t, che parte dalle ipotesi h 1 , h 2 , h 3 , …, è una sequenza finita e ordinata di 

proposizioni che termina con la tesi t e tale che ogni proposizione soddisfa una delle 

seguenti condizioni:

1. è un assioma di T; 

2. è un’ipotesi; 

3. è un teorema già dimostrato; 

4. è dedotta da uno degli enunciati precedenti mediante 

regole logiche.



1 - ragionamento per assurdo

Abbiamo utilizzato il linguaggio simbolico della logica proposizionale, indicando con:

- h l’ipotesi (o le ipotesi), 

- t la tesi 

- p una proposizione generica 

Abbiamo poi usato i connettivi:  ∧ congiunzione, ¬ negazione, → implicazione. 

La prima riga si legge così: «h e non t implica p» o, in termini equivalenti, «se h e non t, 

allora p». La seconda: «h e non t implica non p» o, in termini equivalenti, «se h e non t, 

allora non p».

Sopra la riga orizzontale ci sono le premesse del ragionamento e sotto di essa la 

conclusione. 

Lo schema afferma che per dimostrare la tesi t dall’ipotesi h, è sufficiente 

verificare che, aggiungendo all’ipotesi h la negazione «non t» della tesi, si ottiene 

sia la proposizione p, sia la sua negazione «non p», ossia una contraddizione.

Lo schema del 

ragionamento per 

assurdo è:



2 – modus ponens

Abbiamo utilizzato il linguaggio simbolico della logica proposizionale, indicando 

con:

- p l’ipotesi (es. un triangolo è isoscele)

- q la tesi    (es. gli angoli alla base del triangolo sono congruenti).

Abbiamo poi usato il connettivo: → implicazione. 

Consideriamo l’implicazione p → q: «Se un triangolo è isoscele, allora gli angoli 

alla base del triangolo sono congruenti» che contiene le proposizioni semplici: 

p: «Un triangolo è isoscele» q: «Gli angoli alla base del triangolo sono 

congruenti». 

Questo schema di ragionamento è detto modus ponens:

assumiamo vera p e dimostriamo p → q; lo schema di ragionamento 

ci garantisce che possiamo assumere anche q vera.

Lo schema del 

ragionamento del 

modus ponens è:



3 – regola della contronominale

Consideriamo la proposizione: 

a = «Se il quadrato di un numero naturale è pari, allora il numero è pari», 

Ovvero

a = «p → q» 

essendo 

p = «il quadrato di un numero naturale è pari» 

e 

q = « il numero è pari »

Per dimostrarla possiamo procedere considerando un qualunque numero non pari, ossia dispari, 

che in simboli può essere espresso con 2n + 1, ∀ n ∈ ℕ. Elevandolo al quadrato, otteniamo: 

(2n + 1) = 4n2 + 4n + 1 = 2(2n2 + 2n) + 1, che è ancora un numero dispari. 

Abbiamo quindi dimostrato un’altra proposizione, diversa da a, ovvero: 

b = «Se un numero è dispari, allora il suo quadrato è dispari». 

b è detta contronominale di a. 

a è nella forma «se p allora q», mentre b è nella forma «se non q allora non p». 

La regola logica della contronominale garantisce che dimostrare b equivale a 

dimostrare a. 

Lo schema del 

ragionamento del 

modus ponens può 

anche basarsi sulla 

«regola della 

contronominale»:



4 – modus tollens

Lo schema del 

ragionamento del 

modus tollens è:

Consideriamo ancora l’implicazione:

«p → q» = «Se un triangolo è isoscele, allora gli angoli alla base sono congruenti» 

con 

p =«un triangolo è isoscele»

e

q = «gli angoli alla base sono congruenti».

Se insieme a «p → q» assumiamo come ipotesi:

¬ q = «gli angoli interni del triangolo ABC sono a due a due non congruenti»

allora possiamo affermare la tesi:

¬ q = «ABC non è isoscele». 

assumiamo vera ¬ q e dimostriamo che p → q; lo schema di ragionamento ci dice che possiamo 

assumere anche q vera. 

Questo schema di ragionamento è detto modus tollens; è la famosa dimostrazione che inizia con 

«Supponiamo che, per assurdo, la tesi sia falsa» e finisce con « Allora è falsa anche l’ipotesi», il che è 

assurdo perché la abbiamo assunta vera. E’ simile alla dimostrazione per assurdo, ma più semplice 

perché non si avvale di una terza proposizione da affermare e contraddire.



5 –validità degli schemi di ragionamento

Gli esempi di schemi di ragionamento che abbiamo preso in 

considerazione nelle slide precedenti suggeriscono che ogni regola logica 

si caratterizza come una relazione tra proposizioni, le premesse 

𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 e la conclusione c, rappresentabile nella forma seguente. 

Una sequenza di proposizioni:

è uno schema di ragionamento valido se e solo se tutte le volte 

in cui le premesse 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 sono vere, anche la conclusione c

è vera, garantendo quindi il mantenimento della verità dalle 

premesse alle conclusioni. Quelli presentati sono tutti schemi di 

ragionamento validi. Omettiamo la dimostrazione in questa sede.



E PER FINIRE …

COSA PENSIAMO 

DELLE 

DIMOSTRAZIONI 

GRAFICHE?

Da 

https://www.youtub

e.com/watch?v=pbx

Q1lmIsn4

https://www.youtube.com/watch?v=pbxQ1lmIsn4
https://www.youtube.com/watch?v=pbxQ1lmIsn4
https://www.youtube.com/watch?v=pbxQ1lmIsn4


ABBIAMO VISTO

• Dimostrazioni dirette di implicazioni (se … allora …)

• Dimostrazioni dirette di coimplicazioni (… se e solo se …)

• Dimostrazioni per assurdo

• Dimostrazioni per induzione (anche estesa o con discesa 

infinita)

• Combinazioni di multiple metodologie dimostrative

• Dimostrazioni che sfruttano il principio dei cassetti o del 

complementary counting

• Schemi di ragionamento validi utilizzati per le varie 

dimostrazioni



GRAZIE PER L’ATTENZIONE

ORIETTA ZANGIACOMI

ex Coordinatore Distrettuale delle Olimpiadi della Matematica del Distretto di Treviso
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